DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

Nguyén Thi Tuyét Mai

XAP Xi DIOPHANTINE
VA PHAN SO LIEN TUC

TRONG \GL&I
PHUONG TRINH PELL

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Thai Nguyén - 2017




DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

Nguyén Thi Tuyét Mai

XAP Xi DIOPHANTINE
VA PHAN SO LIEN TUC

TRONG \GL&I
PHUONG TRINH PELL

Chuyén nganh: PHUONG PHAP TOAN SO CAP
Ma sb : 60 46 01 13

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

NGUOGI HUGNG DAN KHOA HOC:
TS. NGUYEN DINH BINH

Thai Nguyén - 2017




Muc luc

L.OI CAM ON
MG DAU

1 PHUONG TRINH PELL
1.1. Mot s6 khai niem va két qua veé phuong trinh Pell . . . . . . .
1.1.1. Phuong trinh Pell Loail . . . . .. ... .. .. ... ..
1.1.2. Phuong trinh Pell Loai IT . . . . . .. ... ... ...
1.1.3. Phuong trinh Pell v6i tham sén . . . . . .. ... ...
1.2. Phan s6 lien tuc - Phan s6 lién tuc tong quat - Phan s6 lien
tucdon gian . . . . ... Lo
1.2.1. Mot truong hgp cua phuong trinh Pell . . . . . . . ..
1.2.2. Phanso lien tuc . . . . . . . ...

1.3. Baitoan tng dung . . . . . .. ... ...

2 XAP Xi DIOPHANTINE, MO RONG PHUONG TRINH

PELL VA UNG DUNG

2.1. Chukictaphansdlientuc . . ... .. ... ... ... ...
2.1.1. Bodéchinh . ... ... ... ... ...,
212, Chukiphansélientuc. . . .. ... ... ... ....

2.2.  Xap xi Diophantine va phan s6 lién tuc don gian . . . . . . .
2.2.1. Phan s6 lien tuc don gidn cta VD . . . . . . ... ..

iii

35



ii

2.2.2. Xap xi Diophantine va phan s6 lién tuc don gidn. . . . 50
2.3. Ve mot tieu chuan cho sy ton tai nghiém ctia phuong trinh Pell 54

2.4. Mot s6 md rong clia xap xi Diophantine . . . . .. ... ... 55
241, Tiew chi VOt .« o v o o 55
2.4.2. Bat ding thtc Liouville . . . . ... ... ... ..., 59
2.4.3. Bat dang thic Liouville bachai . . . . . ... .. ... 60

2.5. Mot tng dung giai phuong trinh Pell am . . . . . . . ... .. 62

Tai lidu tham khao 72



iii

L.OI CAM ON

Dugc sy phan cong ctia khoa Toan- Tin, truong Dai hoc Khoa Hoc Thai
Nguyeén va sit dong ¥ ctia thay gidao huéng dan TS. Nguyén Dinh Binh, toi da
thiic hien dé tai "Xap xi Diophantine va phan s6 lién tuc trong gidi phuong
trinh Pell".

Dé hoan thanh luan nay, toi xin chan thanh cdm on Ban Giam Hieu, khoa
Toan - Tin va phong dao tao ctua truong Dai hoc Khoa Hoc Thai Nguyén.
Toi xin tran trong cdm on cic thay co gido da tan tinh huéng dan, gidng day
trong sudt qua trinh hoc tap, nghién cttu va rén luyén é truong Dai hoc Khoa
Hoc Thai Nguyén.

Xin chan thanh cAm on thay gido huéng dan TS. Nguyén Dinh Binh da
tan tinh, chu ddo huéng dan toi hoan thanh luan vin nay. Du rat ban ron
trong cong viéc, song thay van danh nhiéu thoi gian va tam huyét huéng dan,
dong vien, khuyén khich t6i trong qua trinh nghién cttu dé tai.

Cudi cuing toi xin chan thanh cdm on dén gia dinh, ban be, nhitng ngudi
khong ngting dong vién, hé trg tao moi diéu kién t6t nhat cho toi trong sudt
thoi gian hoc tap va nghién citu luan van.

Toi xin tran trong cdm on!

Thai Nguyén, ngay ... thang ... nam ...
Tac gia
Nguyén Thi Tuyét Mai



MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Trong lich st phat trién ctia S6 hoc, phuong trinh Pell duge biét dén 1a
mot phuong trinh noi tiéng trong dang toan vé phuong trinh nghiém nguyen.
Phuong trinh Pell dugc phat minh cach day 1000 nam & An Do co dai béi
Brahmaguta. Trong nhiéu nam sau do, cadc nha toan hoc bat dau nghién ctiu
tim 10i gidi cho phuong trinh nay. Dén nam 1770, Lagrange da phét trién li
thuyét tong quat vé phuong trinh dua trén phan sb lién tuc. Bén canh dé, cac
nha toén hoc 16n nhu Legendre(1798), E. Borel(1903) ciing quan tam nghién
citu v ¢ nhiéu déng goép cho viec hoan thieén va phat trién phuong trinh
Pell. Ngay nay rat nhiéu tai lieu nghién citu sau vé phuong trinh Pell ra doi
nhu: Computational aspects of number theory( H. Cohen, 2001), The higher
arithmetic (H. Davenport, 2008), Solving the Pell equation (M.J.Jacobson,
Jr and H.C.Williams, 2009) tham khao trong tai liéu [4]. Tuy c6 rat nhiéu
cong trinh nghién ciu vé phuong trinh Pell ciing nhu phuong trinh nghiém
nguyén, song dé van con 1a mot an sbé thach thiic cac nha toan hoc ciing nhu
cac ban tré yéu thich moén toan.

C6 thé noéi, phuong trinh Pell kha phong pht va da dang vé lich st ra doi,
dinh nghia, trong phuong phap giai va ca ting dung ctia n6 trong S6 hoc. Ban
than n6 déng gép nhiéu ting dung trong viéc gidi cic bai toan vé S6 hoc hay

va khé. Nhiéu bai toan vé phuong trinh Pell qua cac ki thi Olimpic toan quoc
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té, khu vire va trong nude ngay cang mdi la thu hit sy quan tam ciing nhu
thach thic tri tue, sang tao clia mdi ban tré. Va dé giai n6 khong nhitng can
nam dugc 1i thuyét ma con can cac ki nang. Tuy nhién hién nay cic ban hoc
sinh, dac biét 1a cac ban hoc sinh 16p chuyén, 16p chon con biét rat it vé dang
phuong trinh Pell. Dac biét, chiing ta c6 rat it sach vé phuong trinh Pell va
ing dung ctia nd, chtt yéu la tham khao cac tai licu, bai bao nuéc ngoai.

Do vay, duéi sit gép ¥ clia thay huéng dan TS. Nguyén Dinh Binh, tic gia
chon dé tai “Xap xi Diophantine va phan s6 lién tuc trong gidi phuong trinh
Pell”. Do phuong trinh Pell khong con 1a dé tai méi nén trong luan van tac
gid sé trinh bay ngan gon cac két qua va vi du vé phuong trinh Pell co ban,
xap xi Diophantine va phan s6 lién tuc trong gidi phuong trinh Pell. Dong
thoi luan van cting phan tich mé rong phuong trinh va ting dung ctia né. Do
thoi gian c¢6 han va trinh do con han ché nén luan van chi ding lai & viec
trinh bay két qua nghién citu vé xap xi Diophantine v& phan s6 lién tuc trong

giai phuong trinh Pell, giéi thiéu ing dung giai phuong trinh Pell am.

2. Muc tiéu nghién cttu cua luan van

Muc tiéu ctia luan van 1a nghién citu vé phuong trinh Pell co ban, nghién
cttu xap xi Diophantine, phan s6 lién tuc trong gidi phuong trinh Pell. Dong
thoi luan van cting phan tich mé rong cia phuong trinh Pell va ing ung ctia

~

1no.

3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

- Déi tugng nghién citu ctia luan van 13 phuong trinh Pell.
- Pham vi nghién citu ctia luan van 1a giéi thieu xap xi Diophantine va
phan s6 lién tuc trong gidi phuong trinh Pell, ting dung gidi phuong trinh

Pell am.



4. Phuong phap nghién ciu

- Doc séach lien quan dén deé tai va tim kiém tai lieu.
- Doc, hiéu va dich tai liu tir tiéng Anh sang tiéng Viét.
- St dung phuong phap tong quéat dé hé théng va trinh bay cac két qua

chinh trong cac tai liéu tham khao.

5. Bo cuc luan van

Ngoai phan md dau va két luan, noi dung ciia luan van chia thanh 2 chuong:

- Chuong 1 trinh bay mot s6 khai niem va két qua clia phuong trinh Pell
co ban, hé thong 1i thuyét vé phan sb lien tuc.

- Chuong 2 trinh bay vé xap xi Diophantine, phan s6 lién tuc don gian trong
giai phuong trinh Pell va tng dung trong giai phuong trinh Pell. Chuong 2

la chuong trong tam cua luan van.



Chuong 1

PHUONG TRINH PELL

Trong chuong nay tic gid sé trinh bay mot s6 khai niém va két qua vé
phuong trinh Pell co ban, phan sb lién tuc. Dong thoi tac gia trinh bay mot
sO bai tap tng dung 1a cac bai toan trong cac ki thi hoc sinh gidi cac nam
duge chon loc. Noi dung chinh duge tham khéo tit cac tai lieu tham khao [1],

2], 3], [4].

1.1. Mot sé khai niém va két qua vé phuong trinh Pell

Trong muc nay, tac gia sé dua ra hé thong cac dinh nghia va dinh 1i vé
cong thiic nghiém ctia phuong trinh Pell co ban, ciing mot s6 vi du c¢6 kem 16i
giai cho tung loai phuong trinh Pell. Noi dung chinh duge tham khao trong
tai lieu [1], [3].

1.1.1. Phuong trinh Pell Loai I

Phuong trinh Pell loai I la phuong trinh ¢6 dang:

2? — Dy* = 1, ( trong dé D la sb6 nguyen duong). (1.1)

Dinh 1f 1.1.
1. Néu D la s6 chinh phuong, D = m?,m € Z thi (1.1) khong c6 nghiém



nguyén duong.
2. Néu D la s6 nguyén am thi (1.1) khong c6 nghiem nguyén duong.
3. Phuong trinh (1.1) ¢6 nghiém nguyéen duong khi va chi khi D 1a sd nguyén
duong va khong chinh phuong.

Dinh Ii 1.2. Gia st (a, b) 1a nghiém nho nhat ctia phuong trinh 2% — Dy? =
1 nghia 1 b 1a s6 nguyén bé nhat dé 1 + Db? 1a s6 chinh phuong. Xét day =,
va ¥, cho bdi hé thic truy hoi sau:

ro=1,21 =a,x,10 = 2ax,,1 —x,,n =0,1, ... (19)

Yo = anl = bv Ynt+2 = 2ayn+1 —Yn, N = Oa 1?
Khi d6 (x,,y,) 1a tat cd cdc nghiém nguyén duong ctia phuong trinh Pell
z? — Dy? = 1.
Dinh Ii 1.3. Cho phuong trinh Pell 22 — Dy? = 1. Goi r la chu ki biéu

dién phan sé lien tuc VD, Pk 1y, phan s6 don gian thi k cta v/D.
dk
Néu r chin thi tat ci cac nghiém clia phuong trinh Pell 1a:

T = Pkr—1,Y = qkr—1-

Néu r 1é thi tat ca cac nghiém clia phuong trinh Pell la:

T = DPotr—1,Y = Qor—1,t € N*.

Luu .
Néu r 1a s6 chdn thi (p,_1,¢,—1) 1a nghiém nhd nhat.
Néu r 1a s6 1é thi (pe,_1, q2-—1) 12 nghiegm nho nhat.

Vi du 1.1. Giai phuong trinh nghiém nguyén:
ot —Ty? = 1.

Loi gidi. Ta c6 /7 =[2,1,1,1,4]. Chu ki » = 4 1a s6 chin. Vay ta c6 nghiem
nho nhat 1a (8;3).



